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 演算法就是計算機方法，是設計適合計算機執行的方法

 演算法常需要好的設計與分析，有時也需要腦筋急轉彎，才
能找到好解答



Q: 已知128金幣中有一假金幣（假的較輕），請問用天平最少
秤幾次可以得知那一個是假金幣？

A1:將兩個金幣分放兩邊秤，若有一個較輕，則其為所求，否則
兩個都是標準的金幣，再用這個標準金幣去和其餘的126個金幣
一一相秤，直到碰到比較輕的那個為止。

最糟情況須秤幾次呢？

如果假金幣正好是最後一個，我們總共
可能要秤127次呢！



能做得更好嗎?

A2:將金幣兩兩對秤!

最糟情況須秤幾次呢？

如果假金幣在最後一對，我們總共可能
要秤64(128/2)次！



還可以更好嗎?

A3:將128個金幣平均分成兩堆，每堆64個，分別放在天平
的兩邊，比較輕的那一堆一定包含那個假金幣；我們將比
較輕的那一堆的64個再平均分成兩堆，每堆32個，分別放
在天平的兩邊，比較輕的那一堆一定包含那個假金幣；再
將比較輕的那一堆的32個再平均分成兩堆，每堆16個，…。
直到只剩兩個金幣的時候，只要再秤一次即可。

須秤幾次呢？

128、64、32、16、8、4、2，共7次，
也就是log2128 = 7次。



 演算法就是解決問題的方法。

 演算法和程式碼主要的區別

◦ 演算法是給人看的，讓人了解解決這個問題的方法步驟，
並且可以被證明它的對錯

◦ 程式碼是給編譯器處理的，它必須符合該程式語言的語法，
因此撰寫比較嚴謹。
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 演算法的表示

 演算法的分析

 演算法的類別

 資料結構與演算法
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 演算法是給人看的，依照人的工作性質，演算法也就有不同
的風貌。

 下面的問題來說明演算法的幾種常見表示法

問題 1：在三個數字中找出最大者

輸入：三個數字，a,b,c

輸出：最大者的值
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 步驟描述法

 三選大 : 稱為這個演算法的名稱

 除了輸入、輸出的描述外，方法說明了這個演算法的步驟，
為每一個步驟加上編號是為了方便引用。
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 流程圖

◦ 通常系統分析師了解各系統
模組後，會依照需求設計各
模組，其細節處就是演算法。

 流程圖在系統分析裡是一個很
傳統的工具，因此已經有一些
標準出來了

◦ 橢圓形表示開始或結束

◦ 長方形表示處理程序

◦ 菱形表示決策

◦ 而平行四邊形則表示輸入或
輸出。
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 虛擬碼表示法

 使用這種方式描述演算法要特別注意縮排結構
◦ 第 2,  4,  7 列的內容，因為是屬於 if…then…else 的結構，我
們就可以很清楚知道當條件成立後，演算法會執行什麼內
容。
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問題 2：在 n 個數字中找出最大者

輸入：一個含 n 個數字的陣列 a ( 假設陣列是從 1 

開始 )

輸出：最大者的值
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 同一個問題解決的方法有很多，
也就是說有很多演算法可以解決
同一個問題，因此就需要一個標
準來比較不同的演算法。

 理論上的分析比較，這就是一般
人稱的複雜度分析。

◦ 因為演算法裡免不了一些條件判
斷，真的執行時會依照當時狀況
決定執行細目

◦ 在做分析時，我們採用最糟情況
去計算，也就是悲觀的把演算法
的每一步都累計來算出整體複雜
度。
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 Algorithm 1，因為只有輸入三個數字，

◦ 整個演算法只做了二個比較 ( 第 1 和第 6 列 )

◦ 最多二個指派指令 ( 分別是第 2 或第 4 列二擇一，另一個是
第 7 列 ) 

◦ 它的執行時間和輸入的值也沒有關係，一般稱為常數時間，
非常快的意思。
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c1 表示比較時間
c2 是指派時間
c3 則是回傳時間
執行時間為
2 * c1 + 2 * c2 + c3，
算起來稱為常數時間。



 在數學上，這個式子稱為線性函數，它跟 n 成正比，當 n 越
大，它的值就越大。

 我們通常把這個執行時間寫成 f (n) = c5 * n + c6。n 稱為這個
演算法的輸入量 (input size)。

 大部分的演算法執行時間都跟它的輸入量成一個函數關係。
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考慮最糟的情況下，第 3 列
的判斷一直都成立，

所以整個執行時間為

c2 + c4 * (n – 1) + c1 * (n – 1) 

+ c2 * (n – 1) + c3 = (c1 + c2 + 

c4) * n + (c3 – c4) 

= c5 * n + c6。
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 三種符號來表示時間函數。

定義 1：Big O 表示法

 若存在一個常數 c 和一個正整數 n0，使得當 n ≥ n0 時，f (n)

≤ c g(n)，則函數 f (n) 屬於 O(g(n))。

 常見的函數有：

O(1)：常數、O(n)：線性、O(n log n)、O(n2)：平方、

O(n3)：立方、O(nk)：多項式、O(2n)：指數
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定義 2：Big  Ω 表示法

 若存在一個常數 c 和一個正整數 n0，使得當 n ≥ n0 時，f (n) 

≥ c g(n)，則函數 f (n) 屬於 Ω (g(n))。

定義 3：Big Θ 表示法

 若存在二個常數 c 和 c′，及一個正整數 n0，使得當 n ≥ n0 時，
c g(n) ≤ f ≤ c′ g(n)，則函數 f (n) 屬於 Θ(g(n))。
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 如果分析使用到 Big Θ，就表示這個分析很緊 (tight)，相當
可靠。

◦ 為什麼說分析得越緊越好呢？因為它同時讓你兼顧了上限
與下限，所以必須更精準的分析它。

 使用 Big O、Ω、Θ 表示法就是為了讓分析不要那麼複雜，
只要注意大項 ( 就是多項式裡最高次項 ) 就行了。

 注意大項還有個好處，可以讓我們專注於重要的步驟

◦ 例如要分析排序的演算法，我們可以只專注於計算比較的
次數，不需要管其他的指令，因而大大的降低了分析的工
夫。
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隨堂練習

 請將下面給的函數，用 Big O 表示法表示出來。

 (1) 3n2 – 5n + 6     (2) n + 2n log n + 100     (3) 2n3 + 7n – 9

解答：

(1) O(n2)               (2) O(n log n)                  (3) O(n3)
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 暴力法又稱窮舉法，顧名思義是找出所有的可能，然後選擇
最好的那一個。

問題 3：將 n 個數字由小到大排列出來

輸入：一個含 n 個數字的陣列 a[1..n] 

輸出：一個由小到大排序好的陣列 a

 如果想要把 n 個數字排好，最直接的想法就是首先找出最小
那一個，然後把它放在第一個位置；接著在剩餘的 n − 1 個
值中找出最小者，它當然就是全部的第二小，因此把它放在
第二個位置，依此類推。最後剩下那一個一定是最大者，就
把它留在最後的位置，而完成了排序的工作。這個演算法每
次都在剩餘的值中選擇一個最小者，放在它應該放的位置，
所以又叫做「選擇排序法」。

22



23



24



Algorithm 3 的時間複雜
度很容易可以從它的二個
for 迴圈來算出

使用 Big O 的表示法，我
們可以專注於列 1 到列 7 

的運算量，特別是只要計
算比較的部分，在最糟糕
的情況下，每一回合剩下
的元素都要比一下

(n – 1) + (n – 2) +…+ 2 + 1 

= O(n2)。
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 顧名思義，因為貪心的心理，每次都挑最好的，而且所挑的
都會是解的一部分。

 換零錢問題裡，假設我們的零錢有 50 圓、10 圓、5 圓和 1 

圓等四種硬幣，現在要找 79 元，請問最少要用幾個硬幣？

 貪婪法的演算法，永遠從目前最好的選擇開始做決定。利用
貪婪法解零錢問題，並不一定永遠可以得到最佳解，它要視
題目所給的零錢種類而定 ( 在這個例子是最佳解 )。
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 考慮排序問題，跟貪婪法最接近的排序演算法就是「氣泡排
序法」，資料位置 a[1] 到 a[n] 像從海底到海面，每次都從
a[1] 開始看二個相鄰的數值，然後把大的換到右邊，因此當
我們碰到最大值時，它就會像氣泡一樣一路冒出海面，如此
完成第一回合。以此類推，第二回會把第二大值送到倒數第
二個位置，最後留下的就是最小值。
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Algorithm 4 的時間複雜度也可
以很容易從它的二個 for 迴圈
來算出，在最糟糕的情況下，
它和Algorithm 3 是一樣的，
都是 O(n2)。



 依照貪婪法設計的演算法，在決策上都會有一些特殊的喜好

◦ 例如喜歡最大值、偏好最小值、盡可能塞滿等等傾向

 於是乎你可能覺得選擇排序法應該是屬於貪婪法吧？為什麼
我們把它歸於暴力法，重點就是在做決策的那當下，我們憑
藉什麼資訊？

◦ 在選擇排序法裡，我們每次去挑最小值，都必須看過所有
的值，它使用了全域 (Global) 知識；而氣泡排序法在決定
換不換時，只跟鄰居比過，它使用了區域 (Local) 知識，所
以更有貪婪法的精神。
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 它的精神在於將問題依輸入量分成很多小單位的問題。題目
一樣，就是輸入量大小的差異，但是藉由小問題的解可以兜
出大問題的解，逐次把問題輸入量變大，最後到原問題大小，
所得到的解就是原問題的解。

◦ 只有小問題的解是真算，其他都是查表，就是查小問題的
解來兜出另一個大問題的解，因此也有人說動態規劃法就
是查表法。

定義 4：費比納西數字

 令 Fk 表示第 k 個費比納西數，F0 = 0，F1 = 1，Fn = Fn–1 + 

Fn–2，n ≥ 2。
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 因為二個最小的值 F0 和 F1 已經得知，從 F2 的值就可以參
考 F0 和 F1 而得知。同理 F3 可以查 F1 和 F2 而得知，以此類
推最後可以得出 Fn。
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 具有動態規劃法精神的排序演算法 ── 插入排序法。插入排
序法的精神在維持前面為排序好的狀態，然後把下一個插入
到前面已排好序列的適當位置上，插入完後排序好的區段又
增長了一位，如此依次漸增序列，直到排好為止。
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 為什麼插入排序法有動態規劃的精神呢？因為排序 k 個資料
的結果是從排序 k − 1 個資料的結果來的，因為排序不是找
最佳值的問題，所以不是查查表就好，但它確實是從小問題
開始，而且第 k 回的答案是從第 k − 1 回來產生的，所以我
們說它具有動態規劃的精神。
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 利用選擇排序法、氣泡排序法以及插入排序法，將下列數字
從小排到大

2 5 1 8 4 6
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 把問題切小，然後各個擊破，最後再把小問題的答案組合成
大問題的答案即完成。

 分而治之和動態規劃的差異在於小問題的使用頻率

◦ 通常在動態規劃裡，小問題會被引用二次以上，所以我們
需要把它的結果保存起來，等到需要的時候，再去查表，
而不用再算一次。

◦ 在分而治之裡，小問題的解可能只用一次就沒有用了，所
以沒有保存的價值。「合併排序法」就是一個有名的分而
治之演算法。
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 當我們把一個序列的資料分成二半，分別去排序後，很重要
的一個關鍵就是把二個排序好的小序列合併成一個排序好的
大序列，二個序列各設定一個指標指在最小值處，然後比較
二個指標所指的值，誰比較小就輸出誰，被輸出較小值的序
列，調整指標到下一個位置，繼續做同樣的事，直到某一個
序列輸出完畢，再把未輸完的序列通通輸出去，如此完成合
併的程序。

 圖 9.14 是二個 4 個元素的陣列在做合併成序的過程，陰影表
示指標，二個陣列內容分別是 {1,  3,  4,  5} 和 {2, 6, 7, 8}。
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 分而治之通常是先分割，然後遞迴解決被分割的小問題，最
後再把小問題的解合併成原問題的解。

◦ 遞迴的過程會一直下去直到問題夠小，可以直接解決為止。

◦ 在這個排序問題裡，遞迴到最後，排序問題只剩一個資料
要排序，顯而易見的，它本身即為答案。

◦ 因此合併排序法可以省略遞迴的步驟，直接從合併開始，
也就是一開始每一個元素代表一個排好的陣列，然後兩兩
合併，也就是說從一個元素的陣列合併成二個元素的陣列，
然後是四個元素的陣列。
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 圖 9.15 我們看一個合併排序法的例子。
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 以全部的資料都被處理一次當作一回合來看，不難看出合併
排序法總共需要 log n 回合，因此時間複雜度是 O(n log n)。

 另一個分而治之的排序演算法稱為「快速排序法」，此演算
法稱為快速的原因在於沒有合併的動作，它的精隨在於分割
(partition)。

◦ 先找一個樞紐值 (pivot)，通常用陣列的第一個值，然後使
用二個指標，一個從左邊開始尋找比它還大者，另一個從
右邊尋找比它還小者，若這二個指標還未相交，就把這二
個值做交換；重覆這個動作直到二個指標相交為止，最後
再把樞紐值 ( 在第一個位置 ) 跟右邊指標所指得值 ( 最後
一個比樞紐值還小的值 ) 作交換，即完成一個分割的動作。
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 當一個分割程序完成後，一個陣列會依照樞紐值分成二個小
陣列，左邊陣列的值都比樞紐值小，而右邊陣列的值都比樞
紐值大。快速排序法會遞迴的去排序這二個小陣列，直到陣
列元素夠少，可以直接排序為止。

 快速排序法在理論上，它的時間複雜度取決於樞紐值的選取，
若每次樞紐值的選取都可以將陣列分成大小相當的二個小陣
列，那麼整體時間為 O(n log n)。可是如果樞紐值選得不好
( 不是最大就是最小 )，整體時間就是 O(n2)。

 在大部分的應用上，快速排序法幾乎是最快的排序演算法。
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 利用合併排序法與快速排序法，將下列數字從小排到大

5 2 7 3 8 1 4 6
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 資料結構與演算法是二個彼此相關很深的主題。

 用堆積排序演算法來說明此關係。

 使用最大堆積 (Max heap) 來排序。
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 最大堆積這個二元樹裡必須滿足：「任一個內部節點的值都
要比它的兒子們的值要大」，因此經過最大堆積的建立之後，
上面的完全二元樹就變成圖 9.18 的最大堆積了。
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 如果我們把 8跟最後一個值 1 作交換，那麼 8 就到它排序後的
正確位置了。

◦ 顯然這個交換會破壞最大堆積的規則，此時就要做堆積的重
整。
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 接著輸出 7 到值為 2 的位置，並且把 2 放到第一個位置。
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 每次將最大堆積的第一個值和最後一個值交換，即把該最大
值送到正確的位置，但每一個交換後，必須做一次重整的動
作；此重整動作比較的次數和樹的高度成正比，n 個元素的
完全子樹高度是 log n，所以整個演算法花費 O(n log n) 時間

 來完成排序的動作，在理論上，堆積排序法和合併排序法都
是最佳的排序演算法。
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